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Аннотация
Введение. Традиционные пути повышения конструкционной прочности и жесткости балок в настоящее 

время практически исчерпаны, и оптимизация технологий производства и эксплуатации вероятнее 

всего находится на сочетании применения новых материалов и повышения их надежности как несущих 

элементов сложного геометрического профиля.

Несущие элементы строительных конструкций работают в условиях высоких нагрузок и, даже несмотря 

на их преимущественно статический характер, могут испытывать сложное объемное напряженно-де-

формированное состояние, что не всегда удается подтвердить эмпирическим и статистическим путями.

Цель настоящей статьи состоит в предложении одного подхода оценки прочности и жесткости балочных 

конструкций, работающих в условиях поперечного изгиба сложного геометрического профиля.

Материалы и методы. Для оценки прочности и жесткости непрофильных балочных конструкций исполь-

зуются классические энергетические приемы расчета прочности и жесткости Кастильяно, Максвел-

ла – Мора или Верещагина (метод моментных площадей), начальных параметров, дифференциальных 

уравнений изогнутой оси балки.

Результаты. В ходе решения таких задач используются критерии подобия (сглаживания, согласования) 

Мизеса – Генки и Журкова, хорошо отражающие работу хрупкого или пластичного материала балки. 

И эти характеристики предлагается объединить в функции долговечности Журкова – Аррениуса.

Выводы. Приведенные в расчетах зависимости можно рекомендовать при проектировании в рамках 

улучшения изгибной статической и усталостной прочности, а также жесткости несущих элементов 

строительных конструкций.
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VARIABILITY OF STRENGTH AND STIFFNESS ASSESSMENT 
FOR NON-PROFILE BEAM STRUCTURES
A.V. KULAGIN, Cand. Sci. (Engineering)

Udmurt State University (UdSU), Universitetskaya str., 1, Izhevsk, 426034, Russian Federation

Abstract
Introduction. Traditional ways to increase the structural strength and stiffness of beams are now almost 

exhausted, and optimization of production and operation technologies is mostly based on the use of new 

materials and increasing their reliability as bearing elements of a complex geometric profile. Bearing ele-

ments of building structures operate under high loads and, even despite their predominantly static nature, 

experience a complex volumetric stress and strain state, which can scarcely ever be confirmed empirically 

and statistically.

Aim. To propose an approach to assessing the strength and stiffness of beam structures operating under 

conditions of transverse bending of a complex geometric profile.

Materials and methods. Classical energy methods, including Castigliano, Maxwell–Mohr and Vereshchagin 

methods (moment area method), have been used to assess the strength and stiffness of non-profile beam 

structures, initial parameters, differential equations of the deflection curve.

Results. The similarity parameters (fitting criteria) of Mises–Hencky and Zhurkov reflect the behavior 

of a brittle or plastic beam material reasonably well. These characteristics are proposed to be combined 

in the Arrhenius–Zhurkov durability functions.

Conclusions. The dependencies given in the calculations can be recommended for improving the flexural static 

and fatigue strength, as well as the stiffness of the bearing elements of building structures. 

Keywords: strength, stiffness, reliability, non-profile statistically determinate and indeterminate beam 

structures, energy methods, similarity parameters
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Задача № 1
Условие задачи. Две консольно-закрепленные балки нагружены силой P. Размеры балок 

H, B, l. Сравнить значения максимальных прогибов и напряжений.
Решение. В прямоугольной балке наибольшие напряжения возникают в сечении у за-

делки (рис. 1).
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.

В треугольной балке (рис. 1) осевой 
момент сопротивления изгибу определится 
по формуле

,

где переменная ширина сечения будет ме-

няться по закону Bz = B .

В сечении, находящемся на расстоянии 
z от силы P, напряжение найдется по формуле

.

Максимальный прогиб балки на свобод-
ном торце определяется с помощью интеграла 
Мора

, 

где Ix =  – осевой момент инерции сечения 
прямоугольной балки.

Максимальный прогиб треугольной балки 
определим с использованием тех же эпюр 
моментов, как и для балки прямоугольной 
(рис. 2)

,

где IxΔ =  – осевой момент инерции сече-
ния треугольной балки.

Составим соотношение прогибов и на-
пряжений:

.

Рис. 1. Прямоугольная и треугольная балки, 

нагруженные силой Р

Fig. 1. Rectangular and triangular beams loaded with 

force P

Рис. 2. Схема определения максимального прогиба 

с помощью интеграла Мора

Fig. 2. Scheme for determining the maximum deflection 

using the Mohr integral
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Задача № 2
Условие задачи. Конструкция состоит из балок одинаковой жесткости EI = const, 

нагружена силой P, длиной: AB = 3l и CD = 4l. Построить эпюры изгибающих моментов 
(рис. 3).

Решение. Задача статически неопределимая. Примем за неизвестное усилие X (рис. 4). 
Перемножим способом Верещагина эпюры изгибающих моментов для балки AB и для балки 
CD, получим перемещения общего для двух балок сечения B:

;

.

.

Эпюры изгибающих моментов с найденным значением Х показаны на риc. 4.

Задача № 3
Условие задачи. Брус поперечного сечения 2с × 2с нагружен вертикальной силой 

P на свободном торце. Длина бруса l. По длине сечения бруса выполнены два отверстия 

с размерами ×
2 2 . Определить максимальное напряжение в брусе (рис. 5).

Решение. Моменты инерции относительно главных осей x и y поперечного сечения бруса 
(рис. 5) определятся по формулам

.

Изгибающие моменты в опасном сечении у заделки относительно этих осей

.

Рис. 3. Конструкция, состоящая из двух жестко соединенных балок одинаковой жесткости

Fig. 3. Structure consisting of two rigidly connected beams of equal stiffness
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Рис. 5. Расчетная схема бруса с двумя 

кососимметричными квадратными отверстиями

Fig. 5. Design diagram of a beam with two antisymmetric 

square holes

Рис. 6. Наиболее опасные точки и эпюра нормальных 

напряжений

Fig. 6. The most dangerous points and normal stress 

distribution diagram

Рис. 4. Эпюры изгибающих моментов, построенные 

в соответствии с найденным значением Х

Fig. 4. Diagrams of bending moments plotted according 

to the found value X

Уравнение нейтральной линии выглядит 
так

,

где xo и yo – координаты нейтральной линии сечения бруса.
Опасные точки будут в точках К1 и К2 от нейтральной линии (рис. 6). Напряжения 

σК1 и σК2 равны

,

где xк1 и yк1 расстояния наиболее удаленной точки К1 до нейтральной линии.
Заключение. Непрофильность рассмотренных балочных систем заключается в осо-

бенности исследования геометрии и приложения нагрузок при поперечном изгибе [1–15].
Вариативность перемещений и напряжений учитывается функцией долговечности Жур-

кова – Аррениуса в виде температурно-временной зависимости [2, 3].

,

где параметры tВ – текущее время процесса (подстановка напряжений или перемещений 
вместо tВ) и  – константа среды, не зависящая от температуры, заменяются на начальные 
напряжения или перемещения;

U0 – γσэкв – энергия активации процесса разрушения балки;
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k – постоянная Больцмана;
T – температура окружающей среды;
γ – показатель локальных повреждений балки.
Основная характеристика работы непрофильной балки по критерию Мизеса – Генки, 

согласно теории удельной энергии формоизменения, представляет собой эквивалентное 
(опасное) напряжение

,

где σ1, σ2, σ3 – наибольшее растягивающее, среднее и наибольшее сжимающее главные 
напряжения.

Представленные расчеты рекомендуется использовать при проектировании колонн и стен 
к модульным разбивочным осям, сквозным ригелям рам, подкрановым траверсам и фермам.
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